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losed.Ââåäåíèå. Ìíîãèå ñîâðåìåííûå ìàøèíû, ìåõàíèçìû è òåõíè÷åñêèåóñòðîéñòâà â êà÷åñòâå êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæàò öèëèí-äðè÷åñêèå áàêè, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûå æèäêîñòüþ. Ïîýòîìó èññëå-äîâàíèå êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â öèëèíäðè÷å-ñêèõ áàêàõ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïðèâëåêàåò ïðè-ñòàëüíîå âíèìàíèå [1, 2℄. Íà÷èíàÿ ñ 70�õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëèïðåäëîæåíû òàê íàçûâàåìûå "ìàëîìåðíûå" ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-ëè, îïèñûâàþùèå òàêèå êîëåáàíèÿ [3℄, [4℄�[7℄. Ýòè ìîäåëè ïîçâîëÿþòäëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â áàêå èñ-ïîëüçîâàòü íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ



350 À.Þ. Øâåöóðàâíåíèé âìåñòî óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå âîçíè-êàþò ïðè îïèñàíèè çàäà÷è â ñàìîé îáùåé ïîñòàíîâêå. "Ìàëîìåðíûå"ìîäåëè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî àäåêâàòíîå îïèñàíèå çàäà-÷è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîùíîñòü èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèéñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ìîùíîñòü, ïîòðåáëÿåìóþ êîëåáàòåëüíîé íà-ãðóçêîé (áàê ñ æèäêîñòüþ). Ýòè ñëó÷àè íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ïîÊîíîíåíêî [8℄. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè,â êîòîðûõ ìîùíîñòü èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ñðàâíèìàñ ìîùíîñòüþ ïîòðåáëÿåìîé êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé. Òàêèå ñëó÷àèíàçûâàþòñÿ íåèäåàëüíûìè [8℄. Â ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ó÷è-òûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèéè êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óòî÷íå-íèþ ïðèìåíÿåìûõ â èäåàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Çà-ìåòèì, ÷òî ïðåíåáðåæåíèå âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó èñòî÷íèêîì âîç-áóæäåíèÿ êîëåáàíèé è êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé ïðèâîäèò ê ãðóáûìîøèáêàì â îïèñàíèè äèíàìèêè èçó÷àåìûõ ñèñòåì [2℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå è èññëåäîâàíèå ðå-ãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé ñèñòåìû "áàê ñæèäêîñòüþ�ýëåêòðîäâèãàòåëü" â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî âîçáóæäåíèÿïëàò�îðìû áàêà. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ áûëè íà÷àòû â ðàáîòå [10℄, ãäåáûëà ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû, â êîòîðîé ó÷èòû-âàëîñü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé èáàêîì ñ æèäêîñòüþ.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû "áàê ñ æèäêîñòüþ�ýëåêòðîäâèãàòåëü". �àññìîòðèì ñëó÷àé âåðòèêàëüíîãî âîçáóæäå-íèÿ ýëåêòðîäâèãàòåëåì îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè ïëàò�îðìû öèëèí-äðè÷åñêîãî áàêà, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ. Ñõåìàòè÷åñêèòàêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ 4. Âàë ýëåêòðîäâè-ãàòåëÿ ÷åðåç êðèâîøèïíî-øàòóííûé ìåõàíèçì ñîåäèíåí ñ ïëàò�îð-ìîé, íà êîòîðîé çàêðåïëåí æåñòêèé öèëèíäðè÷åñêèé áàê ðàäèóñà R,÷àñòè÷íî çàïîëíåííûé æèäêîñòüþ. Êîãäà êðèâîøèï a ïîâîðà÷èâàåò-ñÿ íà óãîëΨ, ïëàò�îðìà ïîëó÷àåò ïåðåìåùåíèå âèäà v(t) = a cosΨ(t).Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ââåäåìöèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxrθ ñ íà÷àëîì íà îñè áàêà,íà íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Òîãäà óðàâíåíèå ðåëüå�àñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè çàïèøåì â âèäå x = η(r, θ, t). Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü, íåâÿçêàÿ è íåñæèìàåìàÿ ñ ïëîòíîñòüþ ρ è,çàïîëíÿåò öèëèíäðè÷åñêèé áàê ñå÷åíèÿ S äî ãëóáèíû x = −d.Îòûñêèâàòü �óíêöèþ ðåëüå�à ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè áóäåì â âè-
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�èñ. 4: Ñõåìà ñèñòåìû.äå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ìîäàì:
η(r, θ, t) =

∑

i,j

[qcij(t)kij(r) cos iθ + qsij(t)kij(r) sin iθ]. (1)Ñîõðàíÿÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â [11℄, êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþñîâîêóïíîé ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå [2, 12℄:
T =

1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0v̇

2 +
1

2
ρS

∑

i,j,m,n

aijmnq̇
c,s
ij q̇

c,s
mn. (2)Çäåñü I � ìîìåíò èíåðöèè âàëà äâèãàòåëÿ; m0 � ìàññà áàêà ñ æèä-êîñòüþ; aijmn � íåëèíåéíûå �óíêöèè îò qc,sij (t), qc,smn(t) [2, 10, 12℄.Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåìåùåíèé ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ðàâíà [4, 2℄:

V = ρ

∫ ∫

S

dS

η∫

0

(g + v̈)xdx =
1

2
ρS(g + v̈)

∑

i,j

qc,sij q
c,s
ij , (3)ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.



352 À.Þ. ØâåöÏîýòîìó ëàãðàíæèàí ñèñòåìû ïîëó÷àåò âèä:
L =

1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0a

2Ψ̇2 sin2 Ψ +
1

2
ρS

∑

i,j,m,n

aijmn q̇
c,s
ij q̇

c,s
mn+

+
1

2
ρSa(Ψ̇2 cosΨ + Ψ̈ sinΨ)

∑

i,j

qc,sij q
c,s
ij − 1

2
ρSg

∑

i,j

qc,sij q
c,s
ij .

(4)Â ðåçóëüòàòå äëÿ Ψ(t) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà:
IΨ̈ = −2m0a

2Ψ̇2 sin Ψ cosΨ −m0a
2Ψ̈ sin2 Ψ + aρS(Ψ̇2 sin Ψ−

−Ψ̈ cosΨ)
∑

i,j

qc,sij q
c,s
ij − 2aρSΨ̇ cosΨ

∑

i,j

qc,sij q̇
c,s
ij + Φ(Ψ) −H(Ψ).

(5)Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) � äâèæó-ùèé ìîìåíò è ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ýëåêòðîäâèãà-òåëÿ. Ïóñòü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âàëà Ψ̇(t) â óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìàõäâèãàòåëÿ áëèçêà ê 2ω1, ãäå ω1 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñíîâíîãî òî-íà êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìîäàì
qc11(t)k11(r) cos θ è qs11(t)k11(r) sin θ.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð

ε = ω1

√
a

g
. (6)Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Ψ̇ − 2ω1 = ε2ω1β. (7)Êîëåáàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè àïïðîêñèìèðóåì êîëå-áàíèÿìè ïî îñíîâíûì è âòîðè÷íûì ìîäàì, àìïëèòóäû êîòîðûõ îïðå-äåëÿåì â âèäå [2, 10, 12℄:
qc11(t) = ευ

[
p1(τ) cos

Ψ

2
+ q1(τ) sin

Ψ

2

]
;

qs11(t) = ευ

[
p2(τ) cos

Ψ

2
+ q2(τ) sin

Ψ

2

]
;

q01(t) = ε2υ

[
A01(τ) cos Ψ +B01(τ) sin Ψ + C01(τ)

]
;

qc,s21 (t) = ε2υ

[
Ac,s21 (τ) cos Ψ +Bc,s21 (τ) sin Ψ + Cc,s21 (τ)

]
.

(8)
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1

4
ε2Ψ, υ =

R

1.8412
th

(
1.8412

R
d

).Îïðåäåëèâ áåçðàçìåðíûå àìïëèòóäû Ac,sij (τ), Bc,sij (τ), Cc,sij (τ) âòî-ðè÷íûõ ìîä ïî ìåòîäó Ìàéëñà [6, 7, 2, 12℄ ÷åðåç àìïëèòóäû
p1(τ), q1(τ), p2(τ), q2(τ) è ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ëàãðàíæè-àíà ïî, ÿâíî âõîäÿùåìó áûñòðîìó âðåìåíè Ψ(t), äëÿ àìïëèòóä äîìè-íàíòíûõ ìîä ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé [2, 10, 12℄:
dp1

dτ
= αp1 −

[
β +

A

2
(p2

1 + q21 + p2
2 + q22)

]
q1 +B(p1q2 − p2q1)p2 + 2q1;

dq1
dτ

= αq1 +

[
β +

A

2
(p2

1 + q21 + p2
2 + q22)

]
p1 +B(p1q2 − p2q1)q2 + 2p1;

dβ

dτ
= N3 +N1β − µ1(p1q1 + p2q2);

dp2

dτ
= αp2 −

[
β +

A

2
(p2

1 + q21 + p2
2 + q22)

]
q2 −B(p1q2 − p2q1)p1 + 2q2;

dq2
dτ

= αq2 +

[
β +

A

2
(p2

1 + q21 + p2
2 + q22)

]
p2 −B(p1q2 − p2q1)q1 + 2p2.(9)Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9), êàê è ðàíåå, ïîëó÷åíî èç óðàâ-íåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âàëà Ψ̇ (5) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðî-öåäóðû óñðåäíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (7)�(8). Êðîìåòîãî, â ñèñòåìå óðàâíåíèé (9) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

α = − δ

ω1
� êîý��èöèåíò äîïîëíèòåëüíûõ ñèë äåìï�èðîâàíèÿ

ε2δq̇c,sij êîëåáàíèé æèäêîñòè; N0, N1 � ïîñòîÿííûå ëèíåéíîé ñòàòè-÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîäâèãàòåëÿ; N3 =
1

ω1

(
N0 + 2N1ω1

)
;

µ1 = ρSυR2

(1.8412)2(2I+m0a2)ω2
1
; A è B � êîíñòàíòû, âåëè÷èíû êîòîðûõ çà-âèñÿò îò äèàìåòðà áàêà è ãëóáèíû çàïîëíåíèÿ åãî æèäêîñòüþ [6℄�[10℄,[12℄.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìàòåìà-òè÷åñêîé ìîäåëè ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè êîëåáàíèé áàêà ñ æèä-êîñòüþ, âîçáóæäàåìîãî ýëåêòðîäâèãàòåëåì îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè.Çàìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èäåàëüíî-ãî âîçáóæäåíèÿ ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (9). Â ñëó÷àåèäåàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) ñëåäóåò îò-



354 À.Þ. Øâåöáðîñèòü, à â îñòàâøèõñÿ ïîëîæèòü β = const. Â ðàáîòàõ [4, 13℄ áûëîóñòàíîâëåíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò õàîòè÷åñêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-íèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïðè âåðòèêàëüíîì âîçáóæäå-íèè ïëàò�îðìû áàêà ñ æèäêîñòüþ. Îäíàêî âûâîäû ýòèõ ðàáîò ñïðà-âåäëèâû òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè èäåàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-ëåé. Ó÷åò íåèäåàëüíîñòè âîçáóæäåíèÿ ïîçâîëèë îáíàðóæèòü äåòåð-ìèíèðîâàííûé õàîñ â ñèñòåìå "áàê ñ æèäêîñòüþ�ýëåêòðîäâèãàòåëü"â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ ïëàò�îðìû áàêà [2, 12, 15℄.×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ êîëåáà-íèé. Îñíîâíîé öåëüþ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê èäåòàëüíîå èçó÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ñè-ñòåìû (9), â ðàíåå íå èçó÷åííûõ îáëàñòÿõ â ïðîñòðàíñòâå åå ïàðà-ìåòðîâ. Ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó, ïîñòàâëåííàÿ öåëü ïðàêòè÷åñêè ìîæåò áûòüâûïîëíåíà òîëüêî ïðè ïðèìåíåíèè êîìïëåêñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èàëãîðèòìîâ. Äëÿ ýòîãî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (9) áûëïðîâåäåí áîëüøîé êîìïëåêñ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ìåòîäèêàïðîâåäåíèÿ êîòîðûõ äåòàëüíî îïèñàíà â [2℄.Ïðè ïðîâåäåíèè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
α = −0.8; A = 1.12; B = −1.531; N3 = −0.25;N1 = −1.25. (10)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âàðüèðîâàëèñü â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé (9).Ïåðâîíà÷àëüíî â êà÷åñòâå áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ðàññìàò-ðèâàëñÿ ïàðàìåòð µ1, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó áà-êîì ñ æèäêîñòüþ è ýëåêòðîäâèãàòåëåì. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïà-ðàìåòð ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïàðàìåòðîì, òî åñòü åãî çíà÷åíèå çàâèñèòîò çíà÷åíèé öåëîãî ðÿäà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû "áàê ñ æèäêîñòüþ�ýëåêòðîäâèãàòåëü". Íàïðèìåð, îò ìàññû áàêà ñ æèäêîñòüþ, ïëîòíî-ñòè æèäêîñòè, ðàäèóñà áàêà, ìîìåíòà èíåðöèè âàëà äâèãàòåëÿ, äëè-íû êðèâîøèïà è ò.ä. Ïîýòîìó èçó÷åíèå áè�óðêàöèé ïî ïàðàìåòðó

µ1 �àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî èçó÷åíèþ áè�óðêàöèé ïî ìíîãèì ïàðà-ìåòðàì, îïðåäåëÿþùèì âåëè÷èíó µ1.Â ðàáîòå [15℄ äîêàçàíî, ÷òî, ïðè òàê âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ ñèñòåìû (9), äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò äèññèïàòèâíîé. Ñëåäîâà-òåëüíî, â íåé îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò àòòðàêòîðû, êîòîðûå, êàê ìûóâèäèì â äàëüíåéøåì, ìîãóò áûòü êàê ðåãóëÿðíûìè, òàê è õàîòè-÷åñêèìè. Îñíîâíûì ïðàêòè÷åñêèì êðèòåðèåì ðåãóëÿðíîñòè èëè õà-îòè÷íîñòè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïåêòðå åãî ëÿïóíîâñêèõ
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�èñ. 5: Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ λ1 îòïàðàìåòðà µ1.õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, õîòÿ áû îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïî-êàçàòåëÿ [9℄. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ëÿïó-íîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ λ1 îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
µ1. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Áåíåòòèíà[2, 17℄. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî ðèñóíêà, èññëåäîâàííàÿ îáëàñòüèçìåíåíèÿ µ1 ( µ1 ∈ (−5, −4.17)) ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò-ñÿ èíòåðâàëàìè, â êîòîðûõ ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëüèìååò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ èíòåðâàëàõïîëîæèòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ äèíàìèêàñèñòåìû (9) áóäåò õàîòè÷åñêîé, à àòòðàêòîðàìè � áóäóò õàîòè÷åñêèåàòòðàêòîðû. Ìàëûé øàã èçìåíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó µ1, ðàâíûé 0.0001,ïîçâîëèë îáíàðóæèòü ìíîãî÷èñëåííûå ïîäõîäû ãðà�èêà λ1 ê íóëåâî-ìó çíà÷åíèþ. Ýòî òàê íàçûâàåìûå "îêíà ðåãóëÿðíîñòè" â õàîñå [9℄. Âòàêèõ îêíàõ, êàê ïîêàçàëè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ, àòòðàêòîðàìèñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå öèêëû.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà (áè-�óðêàöèîííîå äåðåâî) ñèñòåìû (9). Äàííàÿ �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õà-ðàêòåðèñòèêà ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà Åíî [2, 10℄ îòíîñèòåëüíîïåðåìåííîé p1. Ôàçîïàðàìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îòíîñèòåëüíîäðóãèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû êà÷åñòâåííî ïîäîáíû ïðèâåäåííîé íà
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�èñ. 6: Ôàçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî
µ1ðèñ. 3. �óñòî çàòåìíåííûå îáëàñòè ïðèâåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñî-îòâåòñòâóþò óñòàíîâèâøèìñÿ õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì, à ñîñòîÿùèå èçîòäåëüíûõ âåòâåé � ðåãóëÿðíûì ðåæèìàì, êîòîðûå â äàííîì ñëó-÷àå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 3 âèäíû òî÷êèðàçäâîåíèÿ âåòâåé áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòáè�óðêàöèÿì óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðè âíèìàòåëü-íîì èçó÷åíèè ðèñ. 3 â õàîòè÷åñêîé îáëàñòè �àçîïàðàìåòðè÷åñêîé õà-ðàêòåðèñòèêè ìîæíî îáíàðóæèòü ðÿä ïðàêòè÷åñêè áåëûõ âåðòèêàëü-íûõ ïîëîñ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêíàì ïåðèîäè÷íîñòè â õàîñå. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî ýòè îêíà íàáëþäàþòñÿ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
µ1, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò ïðîâàëû ãðà�èêà ëÿïóíîâñêîãî õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ (ðèñ. 2) ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ îðäèíàòû.�àññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî òèïû ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ àò-



�åãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ . . . 357òðàêòîðîâ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â ñèñòåìå (9) ïðè èçìåíåíèè ïàðà-ìåòðà µ1. Òàê, ïðè µ1 = −5.15 â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûéöèêë, ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ. 7à.Êàê âèäíî èç �àçîïàðàìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðè óâåëè÷å-íèè çíà÷åíèé µ1 â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿïåðèîäà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïåðâàÿ áè�óðêàöèÿ äàííîãî êàñêàäàïðîèñõîäèò ïðè µ1 ≈ −5.07. Íà ðèñ. 7á�ã ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî,èñõîäíûé ïðåäåëüíûé öèêë è òðè ïåðâûõ áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðè-îäà öèêëà. Ïðè êàæäîé áè�óðêàöèè òàêòíîñòü öèêëîâ óâåëè÷èâàåòñÿâäâîå.Îïèñàííûé áåñêîíå÷íûé êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ çàâåð-øàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì â ñèñòåìå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè
µ1 ≈ −4.92. Íà ðèñ. 8à�á ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, äâóõ- è òðåõ-ìåðíàÿ ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà òàêîãîòèïà, ïîñòðîåííûå ïðè çíà÷åíèè µ1 = −4.9. Ïåðåõîä îò ðåãóëÿðíûõäâèæåíèé ê õàîòè÷åñêèì çäåñü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñöåíàðèþ Ôåéãåí-áàóìà [2, 19℄.Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû Ôóðüå�ñïåêòðû, îïèñàííîãî âûøå ïðîöåññàïåðåõîäà ê äåòåðìèíèðîâàííîìó õàîñó. Òàê, íà ðèñ. 9à�â ïðèâåäåíû,ñîîòâåòñòâåííî, Ôóðüå�ñïåêòðû èñõîäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà è äâóõïåðâûõ áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ñòðóêòóðà äàííûõ ñïåêòðîâòèïè÷íà äëÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìèè ãàðìîíè÷åñêèìè. Ïðè êàæäîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ íàáëþäàþòñÿóäâîåíèÿ ÷èñëà ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü íà ðèñ. 9ã ïðè-âåäåí Ôóðüå�ñïåêòð âîçíèêàþùåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ïîñòðî-åííûé ïðè çíà÷åíèè µ1 = −4.9. Ñòðóêòóðà ýòîãî ñïåêòðà, à èìåííî,åãî íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì �àêòîðîì, ïîäòâåðæäàþùèìõàîñ â ñèñòåìå (9) ïðè µ1 = −4.9. Ñëåäóåò îòìåòèòü ïîëíîå ðàçðó-øåíèå ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ Ôóðüå�ñïåêòðà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàííûé ñïåêòð ïîñòðîåí â íåêîòîðîì îòäàëå-íèè îò ïîðîãà õàîòè÷íîñòè µ1 ≈ −4.92.Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñïåêòû äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå ê õàîñó ÷åðåç ëåâóþ ãðàíèöó îêíà ïåðèîäè÷-íîñòè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2�3, òàêèå îêíà òèïè÷íû äëÿ ñèñòåìû (9).Çàìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå âåëè÷èíû øàãà èçìåíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó
µ1 ïîçâîëÿåò ïðè êàæäîì òàêîì óìåíüøåíèè âûÿâëÿòü íîâûå îêíàïåðèîäè÷íîñòè. Îäíàêî øèðèíà òàêèõ îêîí ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî ìà-ëîé, ÷òî îòîáðàæåíèå èõ íà �àçîïàìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå (ðèñ.3) èëè íà ãðà�èêå çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçà-
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â ã�èñ. 7: Ïðîåêöèè êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.



�åãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ . . . 359

q1

-2 -1 0 1 2
-30

-20

-10

0

p1
-4

-2
0

2
4

q
1 -2

-1
0

1
2-30

-20

-10

0

à á�èñ. 8: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè
µ1 = −4.9.òåëÿ îò ïàðàìåòðà (ðèñ. 2) ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, â ïðèìåíÿåìûõíà ýòèõ ðèñóíêàõ ìàñøòàáàõ.Îäíî èç îêîí ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòèòî÷êè µ1 = −4.828. Àòòðàêòîðîì ñèñòåìû â ýòîì îêíå ÿâëÿåòñÿ ïðå-äåëüíûé öèêë, ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà êîòîðîãî, ïîñòðîåííàÿïðè µ1 = −4.828 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 10à. Ïåðèîä ýòîãî öèêëà íå ðàâåíïåðèîäó ëþáîãî èç öèêëîâ, êîòîðûå áûëè ðàíåå ðàññìîòðåíû ïðè èçó-÷åíèè êàñêàäà Ôåéãåíáàóìà. Ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óìåíüøåíèè çíà-÷åíèÿ µ1 äàííûé öèêë èñ÷åçàåò è â ñèñòåìå âîçíèêàåò õàîòè÷åñêèéàòòðàêòîð. Íà ðèñ. 10á ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðè-àíòíîé ìåðû ïî �àçîâîìó ïîðòðåòó õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ïîñòðî-åííàÿ ïðè µ1 = −4.83035. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùèêîìïüþòåðíîé òåõíèêè êîäèðîâêè öâåòîâûìè îòòåíêàìè, îïèñàííîéâ [2℄. �èñ. 10á äàåò ïðåäñòàâëåíèå íå òîëüêî î ñòðóêòóðå âîçíèêà-þùåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, íî è íàãëÿäíî ïðîÿñíÿåò ñöåíàðèéïåðåõîäà ê õàîñó. Òàê, âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå ðèñ. 10à�á ïîçâîëÿåòçàìåòèòü, ÷òî æèðíî ïðîðèñîâàííûå ëèíèè íà ðèñ. 10á ïî÷òè ñîâïà-äàþò ñ �àçîâûì ïîðòðåòîì öèêëà ñ ðèñ. 10à. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îòîì, ÷òî ïåðåõîä ê õàîñó îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü ïî
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â ã�èñ. 9: Ôóðüå�ñïåêòðû èñõîäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (à), äâóõ áè�óð-êàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà (á�â) è âîçíèêàþùåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-òîðà (ã).
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à á�èñ. 10: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè µ1 =
−4.828 è ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû ïî �àçîâîìó ïîðòðåòóõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè µ1 = −4.83035 .Ïîìî�Ìàííåâèëëþ [2, 9℄. Ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè áè�óðêàöèè ïðå-äåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò è â ñèñòåìå âîçíèêàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð,äâèæåíèå òðàåêòîðèé ïî êîòîðîìó ñîñòîèò èç äâóõ �àç. Ëàìèíàðíîé�àçîé ÿâëÿåòñÿ áëèçêîå ê ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèå òðàåêòîðèé âîêðåñòíîñòè èñ÷åçíóâøåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (æèðíî ïðî÷åð÷åííûåëèíèè íà ðèñ. 10á). Òóðáóëåíòíîé �àçîé ÿâëÿþòñÿ óõîäû òðàåêòîðèéâ áîëåå îòäàëåííûå, îò èñ÷åçíóâøåãî öèêëà, îáëàñòè �àçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Ýòî ñâåòëî-ñåðûå îáëàñòè íà ðèñ. 10á. ×åðåäîâàíèå (ïå-ðåìåæàåìîñòü) ëàìèíàðíîé è òóðáóëåíòíîé �àçû ïðîèñõîäèò áåñêî-íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíîé �àçûê òóðáóëåíòíîé è íàîáîðîò çàðàíåå íåïðåäñêàçóåìû íàïåðåä.Íà ðèñ. 11à�á ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîåêöèè ñå÷åíèÿ Ïó-àíêàðå ïëîñêîñòüþ β = −5 (ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ýíî[10℄) ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè µ1 = −4.828 è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòî-ðà ïðè µ1 = −4.83035. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äàííîãî ïðåäåëüíîãî öèê-ëà ñîñòîèò èç äâàäöàòè òî÷åê, ÷èñëî êîòîðûõ îñòàåòñÿ íåèçìåííûìïðè êàê óãîäíî áîëüøîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-âàíèÿ ñèñòåìû (9). Òàêîå äèñêðåòíîå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ



362 À.Þ. Øâåöñòðîãî óïîðÿäî÷åííûì. Ñå÷åíèå æå Ïóàíêàðå õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-òîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàîòè÷åñêîå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. ×èñëî òî-÷åê ýòîãî õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî íèêàêèå äâå òî÷êè äàííîãî ìíî-æåñòâà íå ìîãóò ñîâïàñòü äðóã ñ äðóãîì. Ïîðÿäîê ïîïàäàíèÿ òî÷åê íàñåêóùóþ Ïóàíêàðå íåïðåäñêàçóåì. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå ñå÷åíèåÏóàíêàðå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà èìååò êâàçèëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó[12℄.Íà ðèñ. 11â�ã ïðèâåäåíû Ôóðüå�ñïåêòðû ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
µ1 = −4.828 è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè µ1 = −4.83035. Ôóðüå�ñïåêòð ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè µ1 = −4.828 (ðèñ. 11â) äèñêðåòíûé èãàðìîíè÷åñêèé, îäíàêî ñïåêòðàëüíûå ïèêè íàáëþäàþòñÿ â íåì íàèíûõ ÷àñòîòàõ, ÷åì ó ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ñïåêòðû êîòîðûõ ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 9à-â. Ôóðüå�ñïåêòð õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè
µ1 = −4.83035 íåïðåðûâíûé, íî ñ ìåíåå ðàçðóøåííûìè ñïåêòðàëü-íûìè ïèêàìè, ÷åì íà ðèñ. 9ã.Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñòðóêòóðå õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ñóùå-ñòâóþùèõ ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè µ1. Çäåñü íàáëþäàåòñÿ óñëîæ-íåíèå ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (9). Òàê, íà ðèñ.12à�á ïðèâåäåíû ïðîåêöèè �àçîâûõ ïîðòðåòîâ õàîòè÷åñêèõ àòòðàê-òîðîâ ñèñòåìû, ïîñòðîåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè çíà÷åíèÿõ µ1 = −4.6è µ1 = −4.28. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ, ïî ìåðå óâåëè÷å-íèÿ µ1 íàáëþäàåòñÿ óñëîæíåíèå ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâñèñòåìû. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè áîëåå ïëîòíî çàïîëíÿþò îáëàñòè ëîêà-ëèçàöèè àòòðàêòîðîâ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, çàìåòíîóâåëè÷èâàþòñÿ îáúåìû òàêèõ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè, ÷òî ñâèäåòåëü-ñòâóåò î âîçðàñòàíèè àìïëèòóä êîëåáàíèé �àçîâûõ ïåðåìåííûõ. Íàðèñ. 12â�ã ïðèâåäåíû ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïëîñêîñòüþ β = −5õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî ïðè µ1 = −4.6 è µ1 = −4.28.Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé µ1 òàêæå ïðèâî-äèò ê óñëîæíåíèþ ñòðóêòóðû ñå÷åíèé Ïóàíêàðå, íàïðèìåð, ïî ñðàâ-íåíèþ ñî ñëó÷àåì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 11â. Ïðè ïðèáëèæåíèèçíà÷åíèÿ µ1 ê ïðàâîé ãðàíèöå ðàññìîòðåííîé îáëàñòè åãî èçìåíåíèÿñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ñóùåñòâóþùèõ â ñèñòåìå (9) õàîòè÷åñêèõ àòòðàê-òîðîâ óòðà÷èâàþò êâàçèëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó.Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå íåèäåàëüíîé ìàëîìåðíîéìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòè æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêîì áàêå ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü äåòåðìè-íèðîâàííûé õàîñ â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ ïëàò�îðìû
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â ã�èñ. 11: Ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå (à) è Ôóðüå�ñïåêòð (â) ïðåäåëü-íîãî öèêëà ïðè µ1 = −4.828 (à); ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå (á) èÔóðüå�ñïåêòð (ã) õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè µ1 = −4.83035 (á).
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â ã�èñ. 12: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà è ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå õàîòè÷å-ñêîãî àòòðàêòîðà ïðè µ1 = −4.6 (à, â) è ïðè µ1 = −4.28 (á, ã).
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